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Simbolos

P T S X QR

T v«
Q

xeX~D

objecto (instancia, exemplo, caso)
numero de atributos do objecto

numero de objectos

numero de pesos de um MLP

vector (d-dimensional)

valor alvo

valor estimado de ¢

conjunto de todos os objectos (instancias)
amostra com n objectos escolhidos aleatoriamente
Probabilidade discreta

fdp

Probabilidade de erro

x extraido de X segundo a distribuigao D
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1 Aprendizagem PAC

1.1 Questoes Centrais da Aprendizagem

Complexidade amostral:

Qual o n = card(X,) necessario para o algoritmo convergir (com
alta probabilidade) para uma aprendizagem eficaz?

Complexidade computacional:

Que esforco computacional ¢ requerido para o algoritmo
convergir (com alta probabilidade) para uma aprendizagem
eficaz?

Desempenho do algoritmo:

Quantos objectos serdo erradamente classificados (erro) até o
algoritmo convergir para uma aprendizagem eficaz?

INEB/FEUP 2003




1.2 Defini¢cbes

X - Dominio das instancias.

X = Conjunto de pessoas

C - Espaco de conceitos, C 2" (conjunto de dicotomias em X)

C = {Caucasiano, Portugués, Obeso, ...}

¢ = Obeso

t. - Funcao alvo, indicadora de um conceito

tpeo €T X — {0,1}

fobeso(JO20) =1

Frequentemente tomamos ¢=7.:  obeso(Jodao) =1

D - Distribuicio amostral, estacionaria

D = distribui¢do de pessoas num supermercado

Nota: Quando a distribuicdo amostral dos objectos se rege um modelo conhecido,
pode-se, em principio, determinar uma resposta exacta as questdes precedentes
(classificacdo estatistica paramétrica)
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L - Conjunto de algoritmos de aprendizagem

L={:S —> H}
O aprendiz | € L considera:
e Um conjunto de treino S, gerado segundo D.

e Um conjunto de possiveis hipoteses H com vista a aprender
o conceito.

Exemplo:

H={h:X — {01}:

h(x) =wyx, + wix; +wy; X, =altura(x), x, = largura(x), w,, w;, w, € R}

¢, - Conjunto induzido por 7 em X
¢, ={xeX; h(x)=1}
Exemplo:

X
cp={xeX; w'x+w,=1}; W':[Wl Wz], X:L }
2

X = {Pessoas}

¢ = obeso

INEB/FEUP 2003
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Pe - Erro (verdadeiro) da hipodtese A

Pe(h)=Pey(h)= P (c(x)# h(x))

eX~D

O erro depende da distribui¢do D:

x= (Pessoas}  DEstadio de Futebol X (Pe5s0as} Supermercado
X X, _
’ ¢ = obeso ¢ = obeso
Ch
Ch
X, X
Hipotese consistente
h consistente sse  VxeX,, c(x)=h(x),1ie., Pe,,,(h)=0
X = {Pessoas}
Xy
¢ = obeso
‘O
.. e ‘ 0
0 o o
(0]
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1.3 Conceito PAC
Dado um / € L, gerando a hipotese 4, sera realista esperar Pe(h)=0?

Em geral (X, # X)), pode haver varios hs consistentes com o conjunto
de treino e ndo estamos certos qual deles aprende o conceito.

X = {Pessoas}

¢ = obeso

X
h, e h, sao ambos consistentes; contudo, 4, aprende melhor o conceito
(menor erro).
Tudo o que podemos esperar do aprendiz € que:

Pep(h)<e

& parametro de erro.

aprendiz aproximadamente correcto...

INEB/FEUP 2003
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Como o conjunto de treino € escolhido aleatoriamente existe sempre uma
probabilidade nao nula de ser escolhido um conjunto que contém
instancias que induzem em erro.

X = {Pessoas}

¢ = obeso

Logo s6 podemos esperar que:

P(Pep(h)<e)21-6

O : pardmetro de confianga.

aprendiz aproximadamente correcto,
provavelmente...
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Definicio _de aprendizagem PAC - Provavelmente Aproximadamente

Correcta:

Seja C um conjunto (classe) de conceitos definidos em X e / um aprendiz
usando X, € X e um espaco de hipoteses H.

C ¢é PAC-apreensivel por [ (I ¢ um algoritmo de aprendizagem PAC
para C), se:

VceC, VD(eEmJX), Ve o, 0<eg0<0.5,

el determina heH, P(Pe(h)<g)z1-0,

em tempo polinomial em 1/¢g, 1/, n e size(c).

size(c) - Numero de elementos independentes que se utiliza na
representacao dos conceitos.

Representacio size(c)

Expressdo Booleana canonica conjuntiva N° de literais Booleanos
Arvore de decisio N° de nodos da arvore
Perceptrao Multicamada (MLP) N° de pesos do MLP

INEB/FEUP 2003
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1.4 Exemplo

1 - A classe de conceitos correspondente a rectangulos alinhados com os
eixos em R* , ¢ PAC-apreensivel (Kearns, Vazirani, 1997).

| e R : conceito a aprender

R'

_|_+ e O aprendiz/ geraa

- — hipotese R’ : rectangulo

- com ajuste perfeito aos
exemplos positivos

\4

Entdo: R'C R ¢ R-R é areunido de 4 tiras rectangulares (e.g. T'")

- R B
T{E— } T

Tyt R
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Dado ¢seja T a tira que (para um certo D) corresponde a: P(xeT)= 4

N &
Qual a probabilidade de P(xXeT") > 1?
1 8 1
P(xeT")> N = I'ST = T njo contém nenhum ponto de X,

Probabilidade de 7' ndo conter nenhum ponto de X,;:

Logo:

P(P(x e R-R)> 6‘) <0 com g = (1 —Ej =

P(Pe(h)<&)>1-8

Logo, dado £ e ¢ o conceito ¢ PAC-apreensivel desde que disponhamos
de n tal que:

(1_£ )
4) " 4

(l—x)Se_x = 4 <s = nZ(i]ln(ij
£ o

n € polinomial em 1/ge 1/6. P. ex. para e= 6=0.05: n> 351

INEB/FEUP 2003
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2 Complexidade Amostral em Espacos de Hipoteses
Finitos

Sera que ¢ possivel obter um limite inferior da complexidade amostral
para todas as situacdes?

1.€.

Quantos elementos deve ter no minimo um conjunto de treino para com
alta probabilidade podermos determinar uma hipotese eficaz?

2.1 Espaco de Versoes

Definicoes:

Espaco de versoes:

VSH’S:{heH; V(x,c(x))eS, h(x):c(x)}

Conjunto das hipoteses consistentes,
com erro de treino Pe,,, (h) = 0.
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Espaco de versoes s-exausto:

Seja ¢ um conceito. O espaco de versdes diz-se g-exausto com
respeito a ¢ e D se toda a hipdtese de VSy s tem erro menor que &
com respeito a c e D.

VheVSys, Pe(h)<eg

Exemplo de espaco de versoes (0.2-exausto:

Espac¢o de Hipoteses, H

A

Pe,, =0, Pe<0.2

INEB/FEUP 2003
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2.2 Generalizacao de Hipoteses de Treino

Teorema:

Para H finito com |H| hipoteses distintas € S uma amostra com n=1
exemplos escolhidos aleatoriamente de um conceito alvo ¢, entdo para
0<&<1 a probabilidade de o espaco de versdes V'Sys ndo ser &exausto
(com respeito a ¢) € menor ou igual a:

‘H‘ e—é‘l’l

Formulacio informal:
A probabilidade de encontrarmos uma boa hipdtese de treino (consistente
com o conjunto de treino) mas, de facto, ma hipdtese em geral (com erro

. . ;. . —&n ’
verdadeiro superior a &) ¢ inferior a |/ | e | sendo n o nimero de

exemplos de treino.

Demonstracao:

1. Sejam hy, h,, ..., h; todas as hipoteses com Pe= ¢ .

2. VSys nio é sexaustose 37; €VSy g i=1....k
3. Pe(h;)2e = Ph;(x)=c(x)=1-¢, VxelX,
4. P(hi consistente) =P(h;(x))=c(x))A...Ahi(x,)=c(x,))=(1-¢&)"

P(h, consistentev ...V h; consistente) =

k(1-)" < |H|(1-)" < |H|e™
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O nuimero de exemplos de treino requeridos para tornar a probabilidade
menor que um certo valor 0 é:

H|e™*" <6 = n=> l(1n|H|+1n(l))
& o

Notas:

1. Notar a semelhanga da expressdao obtida com as anteriores.

2. Notar que este limite de n pode ser demasiado pessimista. De facto o
Teorema fornece um limite de probabilidade que cresce com |H| (pode

assim ultrapassar 1!).

3. Notar que o Teorema ndo considera o caso de |H| infinito. Precisamos
para isso de uma outra medida da complexidade de H.

INEB/FEUP 2003
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3 Complexidade Amostral em Espacos de Hipoteses
Infinitos

3.1 Limites da Aprendizagem PAC

Definicio:

Seja C uma classe de conceitos, C<2” . A dimensio de Vapnik-
Chervonenkis de C, dy(C), ¢ a cardinalidade do maior conjunto finito de
pontos X, € X que ¢ estilhagado por C.

Se conjuntos arbitrariamente grandes de pontos podem ser estilhacados
por C, dyc(C) ¢ infinita.

Teorema, Blumer ez al. (1989):

Seja C uma classe de conceitos. Entdo:

i.  C ¢ PAC-apreensivel sse dy(C) € finita.

il.  Se dy(C) ¢ finita, entdo:

(a) Para 0 < £<1 e dimensao amostral de pelo menos

4 2\ 8, (C 13
n, =ma){;10g2(5} %logz(?ﬂ , (3)

qualquer algoritmo consistente ¢ de aprendizagem PAC para C.

(b) Para 0 < £< 1/2 e dimensdo amostral menor que

n; = ma){l_Tg ln(%} dVC (C)(l - 2(‘9(1 a 5)+ 5)):| 5 (4)

nenhum algoritmo de L, para qualquer espago de hipoteses H, ¢
de aprendizagem PAC para C.
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Aplicacao aos MLPs:

Limite inferior, n;: g:  Peaceitavel
Usar formula (4) com foérmula (1).

Limite superior, n,:
(pouco realista) Usar a férmula (2) e a formula (3)

Baum e Haussler (1989) mostraram que um MLP complexo com
erro de treino ¢terd um erro de teste de no méaximo 2¢ para (limite

mais realista):
n-z%g
Yoe )’ (5)

5 =8(2uen, /w)" e /10

com

0 € muito baixo (6 <0.005) mesmo para baixos valores de d e m.

Regra pratica baseada neste limite: n, = w/¢

Limites de n, (4) e (5), para &= 0.05 e 6=0.01:

10000

1000 +

100

10

INEB/FEUP 2003
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3.2 Caso de Estudo

Duas classes de pontos distribuidos em [0, 1]%, linearmente separéveis.

0.

0.8 -

04
OO

24 @

—_

& Class 1
o Class 2

e Hipdtese ideal: x,=x;

Distribuicao amostral D : distribui¢do uniforme
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Ensaios com perceptrao simples (MLP2:1)

Para cada »=10, 20,...,150 sdo gerados 25 X,, e determinados os
respectivos MLP2:1

0.3

—aA— Average experimental error
0.25 —— 95% Experimental error
- --@- - - 95% Theoretical error

—— Erro médio em 25 experiéncias
—- Percentil 95% dos erros em 25 experiéncias
""" @ Erro, & correspondente a =95% para n;=n e dy=3

(férmula de Blumer ef al.)
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Ensaios com SVM lineares

Para cada »=10, 15, ...,150 sdo gerados 200 X,, ¢ determinados os
respectivos SVM.

0.25

—a— Average experimental error

0.2 | —a— 95% Experimental error

---@- -- 95% Theoretical error

0.15 1

0.1 i

0.05 -

—— Erro médio em 200 experiéncias
—- Percentil 95% dos erros em 200 experiéncias
""" o Erro, & correspondente a 6=95% para n;=n e dy=3

(férmula de Blumer ef al.)
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Histogramas dos erros (SVM):

ERRO

K-5d=13621, p=.01; Lilliefors p=.01

Shapiro-Wilk W= 81166, p=0000
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Plano de Trabalho:

1. Desenvolver um programa em MATLAB que permita efectuar de
forma confortdvel os ensaios anteriores com MLPs e SVMs

2. Repetir os ensaios para os dados do quadrado, usando as formulas
baseadas na VCD

3. Usar a formula de Takashi.

4. Repetir 2 e 3 usando dados reais: 2126 casos de cardiotocogramas
classificados em N e P.



