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������ �� ��� #��� ��#��� ���� �� '(( ��� �� ����� �� � ������
	��� �� ��	���� +�� ,��-��� ��������� �� ��� ���
������ �� ����� �� ���
#���� �������� �� 0
3	���
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��� �� ����. ��	��
���	��7 ����	
�� � ������ 
�#��������7 �����,�� �� � ������ ��
������ 0���
���
�����7 ,��� ���	�� x1, . . . , xd ,� �� � ��� �	��	� o(x1, . . . , xd)

o(x1, . . . , xd) =

{
1 if w0 +

∑d
i=1wixi > 0

−1 if w0 +
∑d

i=1wixi ≤ 0
8���9

,���� ��
� wi ∈ R, i = 1, 2 . . . , d7 �����#���� ��� 
������	���� �� ���	� xi

�� ��� �	��	� �� ��� ���
������ ��� w0 ∈ R �� ���������� �� ����� +����

�������� ��� ���������� �� �����	��� �� ,� ��-� x0 = 1 ��� ��4�� ���
�$������ ���	�  �
���

x = [1, x1, . . . , xd]
T

��� ��� ,�����  �
���
w = [w0, w1, . . . , wd]

T

��� ���
������ �	��	� 
�� �� ,������ ��

o(x1, . . . , xd) = ϕ(s)

,���� s = wTx ��� ϕ �� ��� :�� ����� �	�
����

ϕ(s) =

{
1 if s > 0
−1 if s ≤ 0
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����� 8,���� ϕ(s) = 1 �� ϕ(s) = −19� '���7 �� �� 	�	�� �� 	�� � #������
���� ��� ����� �� [0, 1]�
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������# ,���� �� �$�#��� ������� �� ��� 
���� �� �� ���� �� ��� ���� �� ���
���������� 8��� �$�#���7 �� �	��	�� � ��� �$�#���� �� 
���� �9 ��� ��� �����

���� �� �� ���� �� ��� ����� ���� 8�	��	�� .� ��� �$�#���� �� 
���� 9� *�

�	���7 � 5��� #��
�����4
����� ����� ��?�
�� � �� ���� �
��� �� ,��� ��������
��������� ���� �� �$�#����7 ���7 ����� ,���� ��� �,� 
������ ��� 
�#�������
��������� �� � ����������� <�� �$�#���7 ��� ���
������ 
�� ��������� #���
������� �	�
����� ��-� '() 8��� <��	�� ���8�99 �� *� 8���	#��� � �� ��	�
��� .� �� �����9 ��� ����� ���������� :�,� ��7 ������� �	�
����� ��-� @*�

����� �� ����������� �� � ���
������ ��
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��������� �� �
��� �� �������� ��������� �$�#���� 8��� <��	�� ���8�99

(� ���������7 ��� ������� �� ��������� ��� ��#����� ������� �	�
����� ��
�#������� ��
�	�� � ��� ������� �	�
���� 
�� �� ����������� �� ��#� ���.
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wi = wi +Δwi 8��9

Δwi = η(t− o)xi

:��� t �� ��� ������ �� ��	� �������� 8
����9 �� ��� �
�	�� �������� �$�#���7
o �� ��� �	��	� �� ��� ���
������ 8� �� .�9 ��� η �� � ������ � 
������� 
�����
�������� ����� +�� ������ 
������� ��� ���� �� 
����� �� ��� ,������ �� ��
�
����� (��� ���� ��� ,����� ��?	��#���� ��� ���� #��� ,��� t �= o ��� �� ����

��� ,� �� � �� ��?	��#��� ������������ �� ��� 
������������ ���	�� +���
��#��� ���
��	�� �� ��� �� �� 
�� ���� 8:��-��7&�����9 �� � 4���� �	#���
�� ����������7 ��� ���� ��� �������� �$�#���� ��� �������� ����������
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+�� ���
������ �������� �	�� �� ��� ���	��� �� 
�� ���� �� ��� 
��� ,���� ���
�,� 
������ ��� ��� �������� ���������� +� � ��
�#� ���� ������#7 �������
�������� �	�� 
����� ���	� ���� �� 	��� �� �
��� � ��� ���� 4� �����$�#�����
�� ��� ���	�.�	��	� #������ �� ��� �������� �$�#����� ��7 �����	�� ��
���������� �$���� ���� 
�#������� ��������� ��� �,� 
������ 8,��� �%%A 
��.
��
� 
�����4
�����97 ��� ����� �	�� 
�� ����� �� � ���������� ���� #���#�5��
��#� #���	�� �� �������� ����� 8��;����� ���# #��
�����4
����� ������9� +��
���� ����� �� ��� ����� �	�� 
�� �� ���� 	���� ��� ��#��� ������ 	��� 8,����
��� �
�� ����� �	�
���� �� ��� ������� �� ��� ������ 
�#��������9 ��� ,��
�
��� �	��	� o �� �� �� ��

o(x1, . . . , xd) = wTx

+�� #���	�� �� �������� ����� 	��� �� ���� ��� �	# �� ��� #��� �>	��� �����
���,��� ��� ������� ������ ��� ��� �	��	� �� ��� ������ 	��� ��� ��
� ��������
�$�#���

E(w) =
1

2

N∑
n=1

(tn − on)
2 8���9

,���� N �� ��� ����� �	#��� �� �������� �$�#����7 tn �� ��� ������� ������
��� n�� �$�#��� ��� on ��� 
������������ �	��	� �� ��� ������ 	���� E(w)
��4��� �� ����� �	���
� �� ��� m+ 1.��#�������� ���� ���
� ,���� m �� ���
�	#��� �� ,������ 8��
�	���� ����9� +�� ���� �� �� 4�� ��� ,�����  �
���
w ���� #���#�5�� E(w)� �������� ,��� �� ������� ��������� ,�����  �
���7
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� �� ��?	�� ��� ,������ �� ���
����
���� ���� ����	
�� ��� �������� ���
��� ����� ��� ����� �	���
� 8��,����
��� #���#	#9� B� -��, ���# 
��
	�	� ���� ��� ��������  �
��� �� �  �
���.
 ��	�� ���� �	�
���� f ���
�4�� ��� ����
���� �� ��
����� �� f � :��
�7 ���
��������  �
��� �� E(w)

∇E(w) =

[
∂E

∂w0
,
∂E

∂w1
, . . . ,

∂E

∂wn

]
8��"9

������ �� ��� ����
���� �� ��
������� �����7 �� −∇E(w) �� �� ��� ����
����
�� �������� ��
����� �� E� +��������7 ��� ����� �	�� ��
�#��

w = w +Δw 8���9

Δw = −η∇E(w)

��7 #��� ���
�4
����

Δwi = −η

N∑
n=1

(tn − on) (−xin) 8���9

= η
N∑

n=1

(tn − on)xin

,���� xin �� ��� ���	� �� �������� �$�#��� n ����
����� ,��� wi� +��� ���
�.
�	�� �� ��� �� �� 
�� ���� �� ����� �� � ��
�� #���#	# �� ��� ����� �	���
�7
,������ ��� �������� �$�#���� ��� �������� ��������� �� ���7 ��� ���� ���� η
�� �#���� +�� �������� ���� η 
������� ��� �#�	�� �� 
����� �� ��
� ,������
�� η �� ��� �����7 ��� ��������# #�� � ������ ��� #���#	# ��� 
�� �����
�
#�� ��� �� �
��� ��C �� η �� ��� �#���7 
�� �����
� #�� �� ��� ���,� <��	��
�� 
�� �� � ���	���� �� ,��� 
�� ������ ��������� �� ��� �������� �����
B� 
�� ��� ���� ��� � ����� η 8������� ��� ����97 ��� �������� ���
��� �����
��  ��� ����7 �� ���� ���� �� 
�� ���� � �� ��� #���#	# #��� ��#��� +��

�� �����
� 8���� �� ��;����� ���# �������� �����9 �� ��� ���	��� �� ���� 
����
*����,���7 �� η �� �#��� ��� �������� ����� �� �#����� �	� �� �� #��� ��������
��� ��� ��������# �� ���
� ��� #���#	# 8������ ���
- ����9�

����� ��	������� �����	
 	� �����
� �����
�

�������� ���
��� ����
� �� �  ��� �#������� �������� �	�� ��
�	�� �� ��� ��
�� ����� ��� ��� &�
-.����������� ��������# 	��� �� ����� #	�������� ���.

�������� :�,� ��7 ����� ��� �� ���� ���
��
�� ������#� �� ��2� �����
������
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�� ��� ����� �	���
� ��� #��� ��
�� #���#�7 �� �� ��� ���	��� 
�� �����
�
�� ��� ������ #���#	# ��� ��� 
�� �����
� ��� � ��
�� #���#	# 
�� ��
���,� +���� �� � #���4
����� �� ��� �������� ���
��� �	�� �������� �� � ���
����� ������#�� ������� �� #�-��� ,����� 	������ ����� � ���� �� ��� �����.
��� �$�#���� �� ��� ������ 	��� 8��� �>	����� 8���997 ��� �	
���	�
 �������	

���
��	 ���� 	������ ��
� ,����� ����� � ���� �� ��
� �������� �$�#���� +���

���������� ��#��� �� 
������� � ��, ����� �	�
���� ��� ��
� �$�#���

En(w) =
1

2
(tn − on)

2 8���9

��� 
������� ��� 	����� ���#	�� ��

wi = wi + η (tn − on) xin 8��!9

,���� tn ��� on ��� ��� ������ ��� 	��� �	��	� ��� �$�#��� n ��� xin ��
��� ���	� ����
����� ,��� wi� +��� ���
��	�� �� �� � ���������� �����$�.
#����� �� ��� ��	� �������� ���
��� ����
� ��� �� η �� �	D
������ �#��� ����
�����$�#����� 
�� �� ����������� 
���� 80��
����9�

'� ,� ,��� ��� �����7 ���� �� ���������� �� ��� ��>	������ #��� �� ��������
8��
� �$�#��� �� � ��#�9 ,������ ��� ���#�� 8��	� �������� ���
���9 �� ���.
������� �� ��� ���
� #��� 8	����� ,������ ����� ��������� ��� �	# �� ���
����� �� ��� �������� �$�#����9�

(���
� ����7 ��� ���� ����� �� ��� �������� ���
��� �	�� 8����� �	��9 ,��
����� �� ��� ������ 	���7 #����� ��
�	�� ��� ���
������ ��� � ���.��;����������
�
�� ����� �	�
����7 ������ �� �>	����� 8���9� +�� ����� �	�� �� 	��� �� ���
���� ����� �� ��� &�
-.����������� ��������#7 �	� �����7 ��� �
�� ����� �	�
.
���� �� ��
� 	��� �� ��;�����������

��� ���� �����������

+��� ��
���� �� ����
���� �� ��#� �$����#���� #��� ,��� ��� ���
�������
6�
� �$����#��� ����� �� 
�#���� ��� �	#��� �� ���������� ������ ��� 
��.
 �����
�  ������ ��� ������� ,�����  �
��� 8[0, 0, 0]7 [−0.1, 0.1,−0.1] ���
[−2, 3,−7]9 ��� �������� ���� η 8%��7 %�� ��� �9� 6$����#���� ��� �������
�	�
����� ��� �,� ��	����� ���	������� ��� ����������

����� �		���
 ��
���	
�� ��� �
� ��

+�� 4��� �$����#��� ,�� ������� �� ��� ������� �	�
����� '() ��� *��
+�� ���	��� ��� �� �� �� +���� ���� '� ,� 
�� ��� ����� ��� �,� ��#���

�%



'() η = 0.1 η = 0.5 η = 1 *� η = 0.1 η = 0.5 η = 1
[0, 0, 0]      

[−0.1, 0.1,−0.1]    � � �
[−2, 3,−7] �/ �  � � �

+���� ����  ���	� �� ��	������ �		
	
 ��� ��	 �	��	����� �� ���&	��	 &����� ��	
������ �	���� &	���� �
 η ��� ��	 ��	 �� ����	� � ! �
 #$�

�$�#���� 8��� �,� 
������ ��� ,��� ���������9 �� 	�� �� ��� ���
������� B�
��� ���� ��� 	�� �� �#��� ������� ,�����  ��	�� �#����� � ���	
���� �� �	#���
�� ���������� ������ �� 
�� �����
�� =���� ����� ������� ,�����  ��	�� ��-�
[−2, 3,−7] 
�	��� � ����� ��
����� �� �	#��� �� ���������� ������7 �$
���
,��� ��� �������� ���� η ,�� ����� ���� *� 
�	���7 �� ,� ����� ��� ���# ���
����#	#  ��	�7 � ����� η 
�� ������� ��-� ��� ���
��� �� 
�� �����
�7 ��
,� 
�� ��� ���# ��� ���� ���� �� +���� ���� <��	�� ��� ���, �� �$�#��� �� �
��
����� ���� �������� ��� ����� �$�#�����
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<��	�� ���� ������� �	��	�	������ �� ���	��� ���� � � ! �
 �� #$ ����  
	������
���	 ����	����
��� �� η = 0.1 �
 ������ �	���� &	���� [−0.1, 0.1,−0.1]

�����  !	 �������
 "	"�����	
�

+�� ��$� �$����#���� ������� ��� ���
������ �� �,� �� ������ ��	����� ���.
	������� 8��	������ ��� ��	�����9 �� ������ � ��
����� ����� <��	�� ��"
���,� ������
�� ��������������� �� ��� �������� ��� ��
� ���	������ ��
�	�.
��� � 4��� ���	���� �� ��� ������#�
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<��	�� ��"� ������� �	��	�	������ �� ���	��� ���� ������ ���������� � ���(
���) �
 �� ������* ����  
	������ ���	 ����	����
��� �� η = 0.1 �
 ������ �	����
&	���� ����	����
��� �� ��	 ������� ����	� �� ��	������ ��		 +��	� )�* �
 )�,�

+�� �$����#���� ,��� 
���	
��� �� ������ ��� ���	��� ��� �� �� �� +�����
�� ��� ���� &���, ��� �	#��� �� ���������� ,� ������� ��� 4��� ,�����
 ��	�� �� ��� ���# [w0, w1, w2]� +���� �� �������� ��� ���	��� ��� ���	������

η = 0.1 η = 0.5 η = 1
[0, 0, 0] "! "! "!

[88.6,−13,−31.8] [443,−65.2,−159] [886,−130.4,−318.1]

[−0.1, 0.1,−0.1] �� �� ��
[33.9,−8.9,−6.4] [169.9,−45.1,−31.6] [339.9,−90.3,−63]

[−2, 3,−7] �� "� "�
[55.8,−9.8,−17.5] [418,−68.1,−139.9] [836,−136.8,−282.6]

+���� ���  ���	� �� ��	������ �		
	
 ��� ��	 �	��	����� �� ���&	��	 ��	��� �� ��	(
�	��	
 ��	 ��� �	���� &	����� &����� ��	 ������ �	���� &	���� �
 η ��� ��	 ��	 ��
������)�

��	������� B� 
�� ��� ���� η �����2� �;�
� ��� ���	��� �$
��� ��� ��� 
��� ��
������ ������� ,�����  ��	��� +�� ���� ���	��� ��� �������� ,��� �#��� �������
 ��	��7 ��;����� ���# 5���7 ,��� ���� �� ���������� ,��� ������� ���	��� ���#
���	������ ��	����� ��� ��#���� �� ��� ��� ��	� �$
��� ���� ����� ���2� �
����� ��;����
� ���,��� ��� ��;����� 
���������� +�� �	#��� �� ����������
��� 
����7 �	� �����7 ,��� �#��� ������� ,�����  ��	�� ,� ���� ���� ������ �� ���
��������#� �� �� �� ��	� 8��� �$��
���9 ���� �� ��	����� #��� ����������
,�	�� �� ������7 ��
�	�� ��� ������������ �� ��� �,� 
������ �� ���� � �����
��� #��� ��D
	�� �� �������

�



η = 0.1 η = 0.5 η = 1
[0, 0, 0] �� �� ��

[32.2,−23.3, 15.6] [161,−116.5, 77.9] [322,−233, 155.7]

[−0.1, 0.1,−0.1] �/ �/ �/
[34.1,−25.1, 16] [170.9,−125.9, 80.6] [341.9,−252, 161.3]

[−2, 3,−7] �� �� ��
[33.6,−24.6, 15.8] [181,−134.6, 85.1] [368,−273, 171.5]

+���� ����  ���	� �� ��	������ �		
	
 ��� ��	 �	��	����� �� ���&	��	 ��	��� �� ��	(
�	��	
 ��	 ��� �	���� &	����� &����� ��	 ������ �	���� &	���� �
 η ��� ��	 ��	 ��
������*�

+���� �� �� ����������� ����� ���� ��� ��� ��	� +����� ���,� +�� 4���
,�����  �
��� ��� η = 0.5 �� � #	������ �� ��� 4��� ,�����  �
��� ��� η = 0.1
8������7 ,� �� � ��� ���������� 0.5/0.1 = 59� +��� 
�� �� �$������� ��
��� ��
� ���� ��� ��?	��#���� #��� �� ��� ,�����  �
��� ��� ��#��� �� �	#
�� �	����
� ��� ���	�� #	�������� �� η 8��� �>	����� ��!97 ��� ��7 η �� ����
� ��.�
����� ��
���� +��� ������� �� ��#��� �� ��� 
����7 �$
��� ��� ���

�#�������� (η = 0.1, [−2, 3,−7]) ,��
� ��  ��� �������� B� 
�� ���� ���
���� ,��� ���� 
�#��������7 ��� �	#��� �� ���������� ��;�� ���# ��� ������
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0	�������� ���
������� 801�9 ��� ���	��� �$�������� �� ��� ������ ���
������
�� ���,��- ��
����
�	��� ,��� #��� ���� ��� ����� �� 	���� �� ��	����� +���
���,��-� 
������ �� �� ���	� ����� 
������	��� �� � ��� �� ������� 	���� ��
��	�
� ����� 8���	�  ��������97 ��� �� #��� ������ ������ 8,��� ��� �� #���
��	����9 ��� �� �	��	� ����� ,��� ��� �� #��� ��	����� +�� ���,��- ��
	��� �� � ��#��� #������ ��
� ������� �� ���������� �� � ���,��� ����
����
�� � �����.��.����� ������

01�2� ��� ������� ,��� ��� ��
��������	�� �������� �����	��� +���
��������# 
������� �� �,� ������ ����	�� ��� ���,��-� +�� 4���7 �� � ���,���
����
����7 ���������� � ������� ���# ��� ���	� �� ��� �	��	� �����7 ����	
���
��� �
�	�� �������� �� ��� ���,��-7 ���� �� 	�	���� ��;����� ���# ��� �������
�������� 8������9 ��� ���� �������� +��� ����	
�� �� ����� ������ ���� ��
���� ���������� ��
-,��� ����	�� ��� ���,��- ��� ��� ���,��- ,������
��� ��?	���� �� �

�����
� ,��� �� �����.
����
���� �	�� 8����� �� ��� �����
������ ��������97 �� � ,�� ���� ��� �
�	�� �������� ��
�#� 
����� �� ���
������� ��������� +��� �� ��� ��
��� �����

<��	�� ��� ���,� ��� ��
����
�	��� ����� �� � 01� ,��� ��� ������ �����
��� �� �	��	� ������ �� �� ��������� ��� #���� �� � �	��� 
����
��� ���,��-
,���� ��
� ��	��� �� 
����
��� �� ��� ��� ��	���� �� ��� ��� ��	� �����
8�� ���	� ����� �� 
��� �� ��� 4��� ������ �����9� +�� ���� �� ����� ����,
����
���� ���,� ��� ,�� � ��� ������� �� ���������� ����	�� �� ������ ���
���,��-2� �
�	�� ���������

�� ��� ���,��� ����7 ��
� ��	��� �� ��� ���,��- ���� �� ��-� ��� ������
���
������� +�� ���� ��;����
� �� ��� �#���� ��������� �
�� ����� �	�
����

��



������� �� ��� ������ 
�#��������� ' ,��� -��,� ��� 	��� ���# �� ������.
������ �� ��� ���#����� ������������ ,��
� ��� �������
 �	�
���� �� �� �$�#���

ϕ(s) =
1

1 + e−αs
α > 0 8��9

'������ �$�#��� �� ��� ���������
 ������� �	�
����

ϕ(s) = α tanh(βs) =
eβs − e−βs

eβs + e−βs
α, β > 0 8�9

6�
� ������ ��	��� �� �	��	� ��	��� �� �������� �� ������# �,� 
�#.
�	�������

�� '���� ��� ��������� �
�� ����� �	�
���� �� ��� ������ 
�#�������� ��.
������ ���# ��� ���	�� �� ���� ��	��� ��� ,������ 
����
��� �� ���
+��� �� ��� ���,��� �����

� 3�#�	�� �� ����#��� �� ��� ��������  �
��� 8�� ���#� �� ��
�� ���������
�� ��� ����� �	���
� ,��� �����
� �� ��� ,������ 
����
��� �� ��� ���	��
�� ���� ��	���9 	��� �� #�-� ,����� ��?	��#���� +��� �� ������ ���
��� ��
-,��� �����

��� ��
������������� ������� �

1�� 	� 
������� xn = (x1n, . . . , xdn) �� ��� n�� d.��#�������� �������� �$�#.
��� ,��� ������  �
��� tn = (t1n, . . . , tmn)7 N ��� ����� �	#��� �� ��������
�������� ��� on = (o1n, . . . , ocn) �� ��� 
������������ �	��	� �� ��� ���,��-
��� xn� *� 
�	���7 c = m �� ��� ���,��-2� �	#��� �� �	��	� ��	����� +��
��
-.����������� 8&�9 ��������# 	��� ��� �������� 01�2� �� ����� �� ��
�����.
����
���� �������� �	��� +��� �������� �	�� �� ����� �� �� ����#��� ��
��� 0��� �>	��� 6���� 80�69 �� �� ��

Eav =
1

N

N∑
n=1

En 8��9

,����

En =
1

2

c∑
j=1

e2jn 8�"9

��



��� ejn = (tjn − ojn)7 ��� ����� ������� <�� ��, ��7 ��� �	��
���� n ,��� ��
������� �$
��� ��� En� +�� &� ��������# ������� � 
����
���� Δwji �� ���

������������ ,����� ����� �� ��� ����� �	���

Δwji = −η
∂En

∂wji
8��9

,���� η �� ��� �������� ���� �� ��� &� ��������# ��� wji �� ��� ,�����

����
���� ��	��� j �� ��	��� i �� ��� ��� ��	� ������ +�� #��	� ���� ��
8��9 �� 	��� �� ���
� ��� ����
� �� ��� ,����� ���
� �� �� �� �������� ���
���
8���-��� ��� ��,��  ��	�� �� En9� =���� ��� 
���� �	��

∂En

∂wji
=

∂En

∂ej

∂ej
∂yj

∂yj
∂vj

∂vj
∂wji

��� ��#� �������
 #����	������� ,� 
�� ��� ����

∂En

∂wji
= −ejϕ

′
j(vj)yi

+�-���
δj = ejϕ

′
j(vj)

�� �� ������ ���� ����
Δwji = ηδjyi 8��9

,���� δj �� ��� �
�� �������	 �� �	��	� ��	��� j� +��� �� ��� ,�� �� 
�#�	��
��� 
������ ��� ��� ,������ 
����
��� �� ��
� �	��	� ��	���� <�� ,������ wji

,��� j �� �� ������ ��	��� ,� �� � ��� ������# �� 
�#�	���� ej ��
�	��
����� �� �� ����
� #���	�� �� ����� �� ���� ������ +��� ������# �� ��� ��
�� ��
-.����������� ����	�� ��� ���,��- ��� ����� �������� �� ��� �	��	�
������ +�� ��
�� �������� ��� �� ������ ��	��� j 
�� �� ,������ ��

δj = −∂En

∂yj

∂yj
∂vj

= −∂En

∂yj
ϕ

′
j(vj)

=���� ����� ��� 
���� �	�� �� 
��
	�	� ��� ��#� �����������,��� 
��
	�������7
,� 
�� ���� � ��� �$�������� �� ��� ��
�� �������� �� �� ������ ��	��� j

δj = ϕ
′
j(vj)

∑
k

δkwkj

�$	��� ���� ��	 ��	&���� ����	��

��



,���� δk �� ��� ��
�� �������� �� ��	��� k �� ��� ��$� ����� ��� wkj �� ���

����
���� ,����� ���,��� ��	��� j ��� ��	��� k�

�� ��� ���� ����� �� ��� �$��������� ��� ��� ��
�� ��������� δj ,� ��, ����
���� ������ �� ϕ

′
j(.)7 ��� 4��� ���� ��� � �� ��� �
�� ����� �	�
���� ϕj(.)�

:��� ,� ,��� 
������� ���� � ��� 	��� ��� ��� ��#� �
�� ����� �	�
����7 ��
ϕj(.) ≡ ϕ(.) ∀j� +�� �
�� ����� �	�
����� 
��������� 8�������
 ��� ���������

�������9 ��� ���� 
�����	���� ��;����������� <�� ��� �������
 �	�
���� ,�
�� �

ϕ
′
(vj) =

αe−αvj

(1 + e−αvj )2

'� yj = ϕ(vj) ,� #�� ,����

ϕ
′
(vj) = αyj (1− yj)

���
�7 ��� �� �	��	� ��	��� j 8,���� ,� 
�� ,���� yj = oj9

δj = α (tj − oj) oj (1− oj)

�� ��� 
��� �� �� ������ ��	��� ,� �� �

δj = αyj (1− yj)
∑
k

δkwkj

<�� ��� ���������
 ������� �	�
���� ,� �� �

ϕ
′
(vj) =

β

α
(α− yj) (α + yj)

��� ��� � ��	��� j �� ��� �	��	� �����

δj =
β

α
(tj − oj) (α− oj) (α + oj)

��� ��� �� ������ ��	���

δj =
β

α
(α− yj) (α + yj)

∑
k

δkwkj

'� ,� 
�� ���7 �� �� �������� �� 
�#�	�� ��� ��
�� ��������� ,����	� -��,���
�� �$���
�� �$�������� ��� ��� �
�� ����� �	�
�����
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����� ��	������ +�� #���
������� ���	�� ������ ���� ��� �	�
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�� #���#��

����� *
����� !���� ������
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����� σw = m−1/27 ,���� σw �� ��� �������� �� ����� ��
��� ,����� �������	���� ��� m �� ��� �	#��� �� 
����
����� �� � ��	����

�� ���
��
�� 
���� �� �� 	�	���� 	��� �� ��	�����
 #����� �� �������� ���
������� ,�����  ��	��� �����# ���������� ���# �� 	�����# �������	���� ��
��#� ����� �� �� ��� ���� [−a, a] 8	�	���� a = 0.19�

����� &���
�
 ����

+�� �������� ���� ����#���� η 
������� ��� ���� �� 
�� �����
� 8�� �� ��.
���
�7 �� ��#� 
����9 �� ��� &� ��������#� ' �#����� η 
�	��� �#�����
,����� 
������ �� ,� 
�� ��� ���# 8��9� +��� 
�	��� ��� ���?�
���� �� ���
,����� ���
� �#������ ��� 
����� �� ��� ��� 
�#�	��� �� ��� #����� ��
�������� ���
���� *� 
�	��� �� ���� 
��� ,� �� � � ���,�� ���� �� ���������
*� ��� 
�������7 �� η �� �����7 ,����� 
������ ,��� �� ������� ��� ��� ����� ��
�������� ,��� �� ��
������� +�� ������# �� ���� �� η �� ��� ����� ��� ���,��-
#�� ��
�#� 	������� ��� 
�� �����
� ���2� �	�������� �� ,� �� � ���� ��
��� ��� ��	� 
������ 8��� <��	�� ��9� �� ���� #������ �� 
����� ��������.
����� ���  ��	� �� η ��� ���
	���� �� ��� �������	��7 ��
�	����  ������� �� &�
,��� ������ � �������� ����� +�� ������ ���	
�� η �� ��
� ��������� 8���
�9 ��
���	�� 
�� �����
�� *����� 	�� ��;����� �������� ����� ��� ��;����� ,�������
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��� �� �� -��,� ���� η ���	�� �� 
����� �#��� ��� �� ��� ����� ��
[0, 1]� ' ����
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������ � #�#���	# ���#
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ji = αΔwn−1
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,���� α > 0 �� ��� #�#���	# 
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'� ,� ��, �������7 01� �������� ,��� ��
-.����������� 	��� ��������� ���.
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�� ����� �	�
������ +,� �$�#���� ,��� �� ��� ��� �������
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��� ���������
 ������� �	�
����� B��
� �� ���# �� ��� ����F &� 8:��-��97
�� �� ���������� �� ������##����
 �
�� ����� �	�
���� 8���7 ��� �	�
����9 ��.
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ϕ(v) = α tanh(βv)

�	������  ��	�� ��� 
�������� α ��� β ��� 81�3	� �/!/7�//�9

α = 1.7159

β = 2/3
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�� ��� ���� [−a, a]� �� ��� 
��� �� ��� �������
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����7 ��� �	��	� �� ������
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�� [0, 1]7 ������	
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� �� �����#���
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'��� �#������� �� � ���
��
�� ����� ��  ��, �� ��� ���#���5����� �� ��� �����.
��� ��� 81� 3	�7 �//�9 �	������ ��#� ���#���5����� ���
��	��� ������� ��
���� �����

�� #��� ��#� �� �� ��
� ���	�  �������

� ��� ���	�  �������� ���	�� �� 	�
��������� 8	���� �3' ��� �$�#���9

�� 
� �����
� �>	���5����� �� ��� ��
���������  �������� 8����,��� �� ��.
���$�#����� �>	�� �������� ����� �� ��
� ,�����9
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�� ���
��	�� ��� ���#���5��� ��� ���	� ���� �� �� ���������5� ��
�
���	�  �������

x̃i =
xi − x̄i

si

,���� x̃i �� ��� ���.���
�����  �������7 x̄i ��� si �� ��� #��� ��� ��������
�� ������ �����
�� ��� �� ���	�  ������� xi�
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,���� ��� ���� � ������� �� �������� k� �� ���� ,��7 ��� ��� �  �
��� ��
����
����� ,��� � ������� ���# 
���� k 8k = 1, 2, . . . ,M9� B� #��7 ��	�7
����
���� ��� �	��	� �� � 01� ������� ,��� &� �� �� ���#�����
 �����$�.
#����� �� ��� 	��������� � ��	����� 
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�� #���#	#7 ,� 
�� 	�� ��� 01� �	��	� �� �� �����$�#����� �� ���
� ��	����� 
���� �������������� +��� �� �� ����� �� � ��
����� �	�� ��� ����
������� ������# ����� �� ��� 	�	�� &���� �	��

������� x ������� �� 
���� k �� ok(x) > oj(x) ∀j �= k

,���� oj(.) �� ��� j�� �	��	� �� ��� ���,��-�

�� ���
��
�7 �� ,� 	�� ��� �;��� �������� �	������� �� ��� ��	� ��
�����
��� �	��	�� ��� �� ������ �$�
��� ��� � ��	����� 
���� ������������� �	� �
#������ �� ��� 
����� ����� �� [ε, 1− ε] �� � ,�� ���� P (class k|x) = 0 ��
#����� �� �� �	��	� ε ��� P (class k|x) = 1 ���� 1− ε�

��# $�������%�����
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�� �� �� 
�����4
����� ���-� �� �� �	��� � 
�����4�� ��� ����
��� ��� �������� ��� 8	��� �� �	��� ��� 
�����4��9 �	� ���� �� 	����� ��������
8���,� ���# ��� ��#� ���	������ �� ��� �������� ���9 �� � ���� ���� +���
�� -��,� �� ����������	��� +�� ��	��� ���,��- �������� ���
��� #�� ��
 ��,�� �� � 
	� �.4����� ������#7 ,���� ��� ��# �� �� �����$�#��� ���
���	�.�	��	� #������ 8�� � #��� �>	��� �����9 �� ��� 	��������� ��������
�������	����� *�� �� ��� ������#� ��
�	������ �� ��� �������� � ��4����� ��
��� �������� ���� �	� �� �� �$
���� � ��������� +��� 
�	��� ��� ���,��- ��
����� ��� #	
� ��� �������� �������� 8��� 	�	����7 ��� ���	��� ����� ����
�$���� �� ���� #������9 ������� ������� �� �����
� ��, 	����� �������� ,���
��;����� 8�	� ��#����9 ���	� �������� +�� 4��� ����	
� �� � ��� �#���� ���	�.
�	��	� #������ �$���#��� ������� �� ��� �������� ���� +�	�7 ��� ���� �� ��
����
� � #���� ���� �� � ������; ���,��� �#�������� 8,��
� �#����� ������
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