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1 Estimacao Pontual

1.1 Estimacao pontual de um parametro de uma distribuicao

E dado X,..., X, i.i.d. de f{x;6) (ou P(x;6) no caso discreto)’, com 6 e ®. Como estimar
0?

Definicao 1-1
t(Xq,...,X,) é uma v.a. designada por estatistica ou estimador de 6. Um valor particular

de t,, t«(xy,..., X, ), ¢ uma estimativa de 6.

|
Definicao 1-2
Estimador ndo-enviezado: Elt,(X;,..,X,)]=60 (V0ec0).

A

Viés: b, (0)=Elt,(X{,...X,)]-0
(A esperanga ¢ avaliada com Fy,...x, (X]5eees X, 19) )

|
Definicio 1-3
Estimador assimptoticamente ndo-enviezado: lim b,(0)=0, VO0e0©.

”_”O |

Definicao 1-4
A sequéncia ty, t,..., t,( X{,..., X ;) € uma sequéncia de estimadores consistente de 0, sse:
tn(Xl,...,Xn)iﬁ, VOe®

|

Exemplo 1-1

X, = 2?21 X;/n ¢é um estimador ndo enviezado e consistente de . (ver caso particular
para seq. de Bernoulli). (Ver prova em [3].)
s,f 22?21 (X, -X n)2 /(n—1) € um estimador ndao enviezado e consistente de o. (Ver

prova em [3].)

" Por fix;6) (ou P(x;0) entenda-se fy(x;60) (ou Py(x;0)). Em geral referir-nos-emos a v.a. continuas. A
transposi¢do de resultados para v.a. discretas ndo oferece dificuldades. As v.a. podem ser uni- ou multi-
dimensionais.




Exemplo 1-2

Note-se que se tivermos mais do que um estimador nao-enviezado, entdo teremos uma
infinidade de estimadores nao enviezados.

De facto, se E[t;(X|,...X,)]=6, entdo E{Zwiti(Xl,...,Xn)} =6, desde que > w; =1.
i i

(Ver prova em [3].)

Por vezes uma estimativa ndo-enviezada pode nao ser a "melhor". Pode, até, ser absurda.

Exemplo 1-3

Suponhamos que Xj,.., X, sdo v.a. i.i.d. de Bernoulli com pardmetro p (e ¢ = 1-p). Seja n

o numero de experiéncias necessarias até obter o primeiro sucesso. Suponhamos que
pretendemos obter estimadores ndo-enviezados de p que sejam fungdes apenas de n, J(n):

E[J(m)]=p

Mas P(n = k) = qk_1 p, k=1,2, . . (distribuicdo geométrica). Logo, a esperanga calcula-se
como se segue:

S Jmg p=p
k=1

Se ¢ =1 (e p =0) a equacgado anterior corresponde a 0 =0. Se g # 1 (e p # 0), temos

3 J(mg* =1 ou seja S Jmg* =1+ 04"
k=1 k=0 k=1

Ora, duas séries infinitas de poténcias s6 produzem o mesmo valor para a variavel
independente se os coeficientes forem iguais, o que implica:

5= J(n) 1 n=1
p= n)=

0 n>1
¢ obtemos o estimador ndo-enviezado, mas absurdo: observe-se Xi; se sucesso, p =1; caso
contrario p =0. De facto, num nimero muito grande, N, de repeti¢cdes da experiéncia
obtemos um sucesso em X; cerca de Np das vezes; logo, uma estimativa empirica =(1.Np +

0. Nq)/N = p.
Definicao 1-5
t( X1,.... X ) € consistente em média quadrdtica sse:

El(t,(X;,....X,)-0)] > 0, VOe®

n—®0

A quantidade E[(tn - 9)2 ]¢€ designada por erro quadratico médio de t,.



Exemplo 1-4

t( Xq,..., X, ) € consistente em média quadratica sse:
o Var[tn] -0

n—>0
e 1, ¢ assimptoticamente ndo-enviezado.
(Ver prova em [3].)

Exemplo 1-5

Se E[(tn —0)2] -0 = 1, ﬁ)@ (V@) (Verprovaem [3].)

n—®

1.2 Estimacgao pontual de uma v.a.

Existe uma v.a. X, desconhecida, e certos dados Z de alguma forma relacionados com X.
Sao conhecidas as estatisticas conjuntas de X e Z (f{x, z) ou P(x, z)). Como estimar X ?

Definicao 1-6

Uma estimativa X de X diz-se ndo-enviezada se E[X]=X .
|

Seja X = X — X o desvio entre X ¢ a sua estimativa. Decorre da linearidade de E[] que:

~

E[X]=0
sse a estimativa for ndo-enviezada.

2 Estimacao de Maxima Verosimilhanga

Maximum-likelihood estimation (MLE)

A estimagdo de maxima verosimilhanga aplica-se a problemas de estimag¢do em que existe
uma quantidade deterministica x sobre a qual nada sabemos e um processo estocastico (de
medida) Z de alguma forma relacionado com x. A MLE proporciona uma estimativa
pontual de x (nem sempre nao-enviezada, como veremos).

A ideia é: Escolher a estimativa que maximiza o valor da probabilidade de Z dado x.




Definicao 2-1

A fungdo de verosimilhan¢a de Z dado x é:

L(x) i{f 71:(21%)  (continua)
Py, (z|x) (discreta)
m

Atencao: Como fun¢do de x, L(x) ndo é uma fdp (ou fungdo de probabilidade). Por
exemplo, o integral de L(x) pode ndo ser 1.

A MLE aplica-se frequentemente na determina¢do um parametro € de uma distribuigdo
com base em N medi¢oes X,..., X, . Isto ¢, sejam X,,..,X, n v.a. (i.i.d. ou ndo) com

fungdo de distribuigdo F(X,..., X, |@)e 6 desconhecido. A fungdo de verosimilhanga de
Xisn X, €

L(@)i f(Xy,..X,10) (continua)
P(Xy,..., X, |0) (discreta)

n
Se as variaveis sdo independentes: L(0) =] | fl-(X i 6’) (P;, para v.a. discreta)
i=1

n
Se sdao i.1.d.: L(A) = Hf(Xl- | 6’) (P, para v.a. discreta)
i=1

Considere-se, p. ex., a situagdo discreta. Seja P(X,...,X,,0) a fungdo de probabilidade
conjunta dos X; e 6. Temos:

P(X{, X,,0)=P(X,,... X, |0)P(O)

Sejam dois valores alternativos, €, e 6, com igual probabilidade: P(6,) = P(6). Entdo, faz
sentido escolher & se P(Xy,...,X, |0;)>P(X,....X, |6,). O parametro &, ¢ o mais
verosimil.

Em condigdes muito gerais (lei fraca dos grandes ntimeros, continuidade das fdp's) a
estimativa MLE ¢ consistente. (Ver prova em [3].)

A ideia da MLE foi ja usada por Karl Gauss. Suponhamos os erros de » medigdes i.i.d.:
A; = X; — u.Sejaa"lei combinada dos erros":

L) =1/ (X - )

i=1
O valor mais provavel para y ¢ aquele que maximiza L(x), ou seja, aplicando o logaritmo,
corresponde a:




S/ -p)_,
i=1 du

Por outro lado, considerando que a média aritmética das medi¢des ¢ o valor mais provavel,
temos:

—liXi ou seja i(Xi—,U)ZO
j i=1
Tomemos, entdo:
din f(X; - p) _ KX, — 1)
du '

Resulta que:

Exemplo 2-1

e X, = ZL X, /n ¢ aestimativa (ndo-enviezada) MLE de p. para X; ~ N(u,1)
e Suponhamos que Xi,..., X, iid. M(u,0) com uconhecido e o desconhecido. A

MLE de o ¢ “2=Z?:1(Xi_)?n)2/”; trata-se de um estimador

n

assimptoticamente ndo enviezado e consistente de o.
(Ver prova em [3].)

Exemplo 2-2

Seja a situagdo do Exemplo 1-3. Para uma experiéncia em que o sucesso ocorre para X, a
verosimilhanga calcula-se como:

L(p)=P(X, =0| p)P(X, =0| p)..P(X, =1|p)=¢""'p
Ora:
dL(p) _ -1

_ _1 n—2
i (n=Dg" “p

O méaximo corresponde a q= (n—1)p ou seja p=1/n. A estimagdo MLE significa,
portanto: se foram necessarias n tentativas para obter o 1° sucesso a estimativa de
probabilidade ¢ 1/n. Esta estimativa ¢ enviezada:

R X —pln
E[p]=Z ¢“'p= ka o _Pip-gq)=—L2P
k:1 q q

" Notar que P(sucesso em k | p), k = 0,1,..., é a distribuigio geométrica de probabilidade. Mas, como ja
vimos, L(p) ndo é uma fdp.




‘ -pl
O viés €, portanto: b(p) = PP

-p (figura abaixo)
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Exemplo 2-3

Seja x uma quantidade desconhecida e suponhamos que medimos a quantidade Z,
relacionada com x da seguinte forma:
1
Z=In|—|+V
X

onde V ¢ ruido de medigao com distribuicao exponencial:

e’ v=0
Jfr(v)=
o v<o
A funcao de verosimilhanga ¢:
1 e—(z—ln(l/x)) z— 11’1l >0 le—z x> e—z
L(x):fZ|x(z|x)=fV(z—ln[—D: xl = 1x B
X 0 z—In—<0 0 x<e ?
X

L(x)

1
0o €

X

O maximo de L(x) ¢ atingido para x=¢"“.Isto é, Xz =€ .

10



3 Estimacao de Minimo Quadratico

Mean-Square Estimation/Error (MSE)
Least-Square Estimation (LSE)
Minimum-Mean-Squared-Error Estimation (MMSE)

A técnica dos minimos quadraticos remonta a Abraham de Moivre e foi posteriormente
masis desenvolvida e usada por Gauss.

Enquanto a MLE parte de uma ideia inteiramente probabilistica a MSE parte de uma ideia
métrica: minimizar uma distancia.

A estimagdo MSE aplica-se a problemas de estimacdo em que existe uma variavel
desconhecida X e uma outra, conhecida, Z de alguma forma relacionada com X. Se as
variaveis sao aleatdrias supde-se conhecida a distribui¢do conjunta de (X, Z).

3.1 Fundamentagdo Geométrica

O espago euclidiano, R", constituido por elementos X = [xi, xa,..., x,]' designados por
vectores e dotado da soma de vectores, do produto de um vector por um escalar e da norma
de um vector, ¢ um espaco linear normado no qual podemos definir a operac¢ao de produto

interno: X|Y = x1y1+ x2 yot+...+ Xy Y.

Distancia entre dois vectores: IIX —Y]|

A ) XY
Angulo entre dois vectores: 0., = arccos[—}
xy X1

Desigualdade de Cauchy-Schwartz: |X |Y | < ||X ||||Y || (consequéncia Obvia de [cos@| < 1).
Quadrado da distancia:
[X =1 =[x + 1 - 2] [¥eose = x| +¥]* ~2x ¥

O méximo do quadrado da distancia (e, portanto, da distancia) ocorre quando X|Y = O:
vectores ortogonais; o minimo, quando os vectores sdo coincidentes.

Uma variedade linear M de R" é um sub-espaco linearmente fechado de R". Exemplo:
sub-espaco que consiste em colocar a zero uma ou mais coordenadas.

11




Teorema 3-1

Seja X uma aproximagdo de um vector X de R" numa sua variedade linear M. Entdo, a
minimizagdo da norma do desvio X — X , corresponde a:

~NYA A ~ ~ ~
arg(min‘X—X‘D:XO o X-X)|X=0,vXeM
XeM

Vejamos a solugio para R* < R*:

X =mY+hYy;  logo, (X —hoY; —hyYs)| (Y —hyY,) =0

ou seja (dada a linearidade do produto interno):

WX Y, = oYy | Yy = oYy | Vi |+ o[ X | Yy = hyo¥y | Yy = by Y, | V2] =0

o que obriga (Vhy,h,) a:

{Ylm Yz“ﬁ}{hlo}:{)ﬂyl}
Ny, Y [Y, | hy XY,

Seja X = (ay, az, a3) e os vectores base de M: ¥, =(1,0,0) e ¥> =(0,1,0). Obtém-se:

1 0 hlo a] . ol
= ouseja Xy= (a1, a, 0).
0 1 h20 as

Para R" < R" o sistema de equagdes ¢é:

m
Zth(Yj |Y))=X1Y, i=12,..,m
J=1

ou, em notagdo matricial: RyyHy = Ryy

12



onde:

e Hj ¢ o vector das incognitas (mx1).
* Ryy ¢ matriz mxm dos produtos internos Y; | Y;. (Em geral, autocorrelagdes.)

® Ryyé o vector mx1 dos produtos internos X | Y;. (Em geral, correlagdes cruzadas.)

Designam-se estas equacdes por equagdes normais (normais, no sentido de envolver um
principio de ortogonalidade).

Existem varias situagdes particulares de espagos vectoriais onde sdo aplicaveis as equagdes
normais do MSE (ver Apéndice). Em particular, os espagos vectoriais de fungdes de
quadrado integravel designados por espacgos de Hilbert, com:

1/2
norma: ||X || = [[Taz (t)dt] (corresponde a autocorrelagdo)

produto interno: XY= ITa(t) L(t)dt (corresponde a correlagdo cruzada)

3.2 MSE para fungées de uma variavel aleatoria

Definicao 3-1

Seja M um subespaco de L que consiste em todas as funcdes de uma v.a. X de média
quadratica finita: L = {g(X ); E[gz(X )] < oo}. A estimativa MMSE de YeM ¢ definida
como a funcao Y tal que:

_min E[(Y — ?)2 } i min“Y —Y
Y=g(X) YeM

com E[] = Exy[].
|

Ora, L ¢ um espago de Hilbert (ver Apéndice); logo, ¢ possivel a interpretagdo geométrica
habitual de um espacgo vectorial. Assim, a melhor estimativa )}0 corresponde a projeccao
ortogonal de Y em M:

E[(Y -Y))Y]=0 VYeM

que se pode exprimir por E[(Y - g0 (X))g(X)] =0 Vg(.),
onde go(.) ¢ a fungdo de estimagdo Optima que buscamos e g(.) ¢ qualquer fungdo de
estimagao admissivel (E[g2 (X)]<).

Tentemos a solugao:
fo = E[Y | X], ou seja, go()= E[Y | (.)]

Substituindo esta solu¢do na condigdo (necessaria e suficiente) anterior, obtemos:

13



E[(r-E[r | X]g()]=0 = E[rg(X)]=E[E[r|X]g(x)] vg()
Mas E[Y | X]g(X)=E[rg(X)| X] VX,Y,g(.). Logo:
E[Ye(X)]=E[E[Ye(x)| X]]

o que ¢ sempre verdadeiro (o valor esperado da média condicional ¢ a média nao
condicional).

Logo a v.a. E[Y | X] ¢ a MMSE (e projeccao ortogonal em M): I}MSE = E[Y | X]
Embora aparentemente simples, na pratica pode ser intratavel o célculo de E[Y | X ]

Notas:
1 - O principio da ortogonalidade para v.a. pode exprimir-se assim:
E[(r -E[Y [X])g(0)]=0 vg()

Isto ¢, qualquer fun¢do de X ¢ ortogonal a Y desde que subtraiamos a esperanga condicional
de Y dado X.

2 - Note-se que (ver Apéndice):
E[Yys 1= E[E[Y | X1]=E[Y];
logo, a estimativa MSE ¢ nao enviezada.
3 - No caso de g(.) ser uma funcao linear - Y = hX -, obtém-se (ver Apéndice):

E[xY]
E[X?]

hMSE =

Isto ¢, tal como no modelo deterministico, a solu¢cdo depende da autocorrelagdo e da
correlagdo cruzada.

4 - No caso de g(.) ser uma fun¢ao linear com termo independente - Y =aX +b -, obtém-se
(ver [4]):

VIYX
aAMSE = % € byse = E[Y]— E[X] aAMSE

com V[YX|=E[(YX - E[YX])*] e V[X]|=E[(X - E[X])*].

14



Exemplo 3-1

Consideremos a situacdo do Exemplo 2.3 mas, agora, X ¢ uma v.a. uniformemente
distribuida em [0, 1]. Tal como anteriormente, temos:

1 —Z —Z

—e xze
Szx(z|x)= {x

0 x<e*

(A tnica alteragdo ¢ que agora, sendo X uma v.a., temos fy €ndo fy,.)

Temos de calcular E[X | Z ] = J X x|z (x| z)dx e s6 dispomos de fzx.

_Jxz f
’ e fzix = f);z ; logo:

frz(x2) [ xz (v 2)dx [ xf g (2] 2) fx (¥)dx
E[X |z (x| 2)d. _
(X | Z]= [ %/ vz (x| 2)dx = [ x e dx = [T od [y r o

Mas fyz =

Portanto:
1 _
I e “dx _z
~ ez 1-e
X use = — =
—e “dx
e % x
Exemplo 3-2

A mesma situacdo do exemplo anterior mas, agora, queremos uma MMSE linear
X =aZ +b.Temos:

1.
Faz(0,2) = fx (210 fr () =15

0 outros casos

e <x<l; z=0

£ =17 z)dx—{o i‘(’)
Logo:

E[X] =%

E[Z] =2

E[XZ] = %

VIXZ] = Y4
E[Z*]=6
V[Z]=2

Portanto: Xouse =(3/4)—(1/8)Z

15
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3.3 MSE no modelo de regressao

Temos uma v.a. ¥ que depende duma varidvel preditora X com ruido ¢ (ver figura abaixo):

Y=g+

A MMSE é:
E[Y | X]=E[(g(X) + &) | X]=E[g(X)| X]+ E[¢] X]

No caso habitual de X ser nao aleatdria e € ser de média nula, obtemos:

E[Y | X]=g(X)

3.4 Situacao de equivaléncia entre MSE e MLE
Consideremos, como nas redes neuronais (NN), n v.a. Y,...,Y,., que representam valores

desejados obtidos por uma aproximagao funcional g(.) a partir de varidveis preditoras JX;.
Concretamente, seja:

Yi=gXiw)+ &,

16



onde w representa o vector dos pesos € os & os erros cometidos pela aproximacao (rede). O
objectivo ¢ estimar w que "explica" ¥;. Temos a funcdo de verosimilhanga:

L0 =1/ W) =TT f(g(Xrw) + & | w)

i=1 i=1
Para dados valores de X;, os g(X;;w) sdo termos deterministicos, logo:
n
L) =TT /(& Iw)
i=

Suponhamos que:

1. Os erros & sdo i.i.d. e normais, N(u, o).
2. Os parametros x e o sdo independentes de X;

Entdo, podemos escrever:

1

n
i=l 27TO

Lo =TT f(e; |w)= 7 expl- (- g(x;:)? /oo )|
i=1

Logo;

1 n/2 1 n
lnL(w)=ln{( 2) }—ZZ(Yig(Xi;W)h

2no 207 =1

Nestas condigdes maximizar L(w) corresponde a minimizar a soma dos erros quadraticos,
i.e.,a MLE é a MMSE.

4 Estimacao Bayesiana

A ideia-chave da estimagdo Bayesiana ¢ a minimizac¢ao da esperanga matematica de uma
funcao de custo.

4.1 Risco e fungéao de custo

Suponhamos que, no modelo Y; = g(X;; w) + & queriamos estimar w. Podemos fazé-lo
usando uma funcgdo de custo que avalie o ajuste de g(X; w) a V-

O, gx; w))

17




e procurando minimizar a média da funcdo de custo, designada por risco (de Bayes):
R(w) = [0, g(;W)dF (y,x), welV

Normalmente designamos R(w) por erro, E(w).
A MSE ¢ um caso particular de estimagdao Bayesiana. Corresponde a usar a funcdo de
custo:

0@y, g(x;w)) = (v — g(x; W)

4.2 Erro de Minkowski

A distancia de Minkowski entre duas func¢des x(¢) e y(¢) ¢ definida por:

1/
plx.y)= {[j x(t) = y(0) | dr} ’

p =2: Distancia euclidiana
p = 1: Distancia city-block
p = : Distancia de Tchebichef

Por analogia, o erro de Minkowski corresponde a:

E(w) =[]y - g(x;w)| dF (y,x)

4 v
—_— — =1 '
1" r .
Al r=2 ;
----- r=5 .
2 ™~ g : _ -~
~ ’ -~
~ ) 7
~ /. -~
~ o
~ Yy
7~
J~ - |y't|
~N '
N ~ 7~
O T T T T T r T T T \/ T T T T T T T T T
-2 -16 -12 -08 -04 1E-15 04 0.8 1.2 1.6 2

A MSE corresponde a tomar = 2.

" O erro de Minkowski também pode ser usado na retropropagacio actualizando os pesos
com:

OF

Oy

ow

18
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O erro de Minkowski corresponde a considerar na estimativa MLE a seguinte pdf dos erros
(generalizagdo da gaussiana):

1/
B Bl

P& =i

E instrutivo determinar as solugdes para » =2 ¢ » = 1, supondo a existéncia de fdp.

1) r=2:

Rw = [ [(r—gw)?dF(n.x)= [ [(y—gCxw)? f(y,x)dydx;

—00 —00 —00 —00

Mas:

[ [—glaw)? f(r.x)dyde= [ f(x) [(y=g(xw)’ f(y]x)dydx

—00 —00

O integrando em y ¢ ndo-negativo; logo, minimizar R(w) corresponde a minimizar:

R = [(r-gCew)? £ | )dy = E[p? | x]-2g (s w)E[y | ]+ g w)?

Logo:
OR"(w) _
o) _

g(x,wo) =E[y|x]= [y (y] x)dydx

—00

0 = —2E[y|x]+2g(x;w)=0 =

E[y|x] é a média condicional de y dado x.
)yr=1:

Oy, g(x;w)) =]y —g(x;w)|
Portanto:

Rw)= | [ly—gtaw)| f(r.x)dydx= | f(x) [|y—gxw)| f(y|x)dydx

—00 —00 —00 —00

Temos que minimizar:
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R'w)= [|y—gxw)| f(y]x)dy =

—00

g(x;w) +00
[(ew) = f(yx)dyv+  [(y=gaw) /(| x)dy
—o0 g(x;w)

Designemos g(x; w) por a. A expressdo anterior desenvolve-se como:

R*(W)=a[ [f(]x)dy— If(yIX)dy}{fyf(yIX)dy— [3f (v 1x)dy

—00

Usando o teorema fundamental do calculo:

R W _,
ow
{If(ylx)dy— If(ylx)dy}ra[f(aIx)—f(a|x)]+[af(a|x)_af(a|x)]:0
Logo:
6R8:}W)=0:> {J.f(y|x)dy— J.f(y|x)dy}=0 —

wo = (x; W) = medianal /(| x)]
Efeitos das métricas da func¢io de custo:

Seja o conjunto de dados:

—_—

X 0

Y 0 2 1

Queremos a regressao linear de Y; dado X;. Temos:

Quadrado dist. euclidiana (MSE): Y= 1+X)/2
City-block: Y=X/2
Tchebichef: Y=03+2X)/4
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2 ® 2 ® 2 ¢
vy
1 1 /‘ 1 [ ]
o |t o
1 1 2 1 2
Quad. Euclid. City-block Tchebichef
Métrica Erro Quad.  |Erro City- Erro Soma dos
Euclidiana  |block Tchebichef |desvios
Quad. Euclid.
15 2.25 1.6875 0
(sempre)
City-block
2.0 1.5 2.25 1.5
Tchebichef
1.0 1.5 0.75 0.75

Vantagens da func¢do de custo “soma dos quadrados dos desvios™:

5

Diferenciavel

Quadrado da distancia Euclidiana
Relacionada com grandezas fisicas, e.g. energia
Permite solugdes (equagdes normais) com resultados interpretaveis e modelizaveis
por distribui¢des estatisticas conhecidas.
Equivalente, para fins de estimagdo, ao método da méaxima verosimilhanga

Interpretacao de saidas de NN como probabilidades

Assungoes:

1.

NN com c saidas y; € [0, 1] que pretendem aproximar #; € {0, 1}.
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2. Distribuigdes dos erros para as ¢ saidas sao independentes:

E(x)= i S (i (x),t,(x))  parao padrdo x.
k=1

3. S @t () = (v (¥) — 14 ()]). Notar que:

, _{0 = |yt F i
P =
I = |y -ty Fl-yi

C
Temos, entdo, um erro por padrdo dado por: E=> f(|y; —#; )  (omitindo "(x)").
k=1

c C
O erro médio é: E = [[ E,dP(w,x)=[{>. > f(| yx —t; DP(e; | x) }p(x)dx
I=1k=1
Consideremos o integrando em x trocando a ordem dos somatorios:
cC C
22 Sy =t DP(@; | x)
k=1i/=1

Para um dado & (# = 1) vejamos as possibilidades para /:

{zk verifica — se a classe @y, =1 =1

#k verifica—seumaclassezw;, =1t;, =0

ou seja

2k = Y f)P@ | 0)=f(y)Y Pl | x) = F )= Plog[x)

1%k I#k

l{:k = fU-y)P(w;|x)

Logo:
C

E=Y [{f(=y)P(@; | %)+ f(y)(1 = Pley | X)jp(x)dx
k=1

(Na referéncia [2] chega-se ao mesmo resultado por outra via (ver Apéndice).)

A condi¢do a impor as saidas y; por forma a obter o minimo do erro médio por padrdo
corresponde a:

oF
oy (%)

= [ =y )P(og [x)+ f'(y )1 = Ploy [x)) =0
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ou seja:

S A=ye) 1= Plog|x)
S r) P(ay | x)

Para que as saidas possam representar probabilidades "a posteriori", deverd ser:

ffAd-y) _1-vy
/') y

A classe de fungdes que satisfaz a esta condi¢do ¢ dada por:

fo=[y a-y"ay

0 f(y)=—-In(l-y) cross—entropy
V=
1 f(y)=y>/2 MSE

A fungédo fly) =)', correspondente ao erro de Minkowski, ndo satisfaz a condi¢do acima
para r#2. Contudo, as fronteiras de decisdo correspondem ao minimo de P(w | x).

6 Apéndice

6.1 Espaco métrico

Definicao 6-1
Um espago métrico € um par (X,p) de um conjunto X, cujos elementos se designam por
pontos, ¢ de uma fungdo real e ndo negativa p(x,y) definida Vx,y e X, designada por
distancia que satisfaz as seguintes condicdes:

1. p(x,y)=0ssex=y.

2. px) = p(yx) (simetria)
3. plxy) + p(r,z) 2 p(x,z) (desigualdade triangular)
|
Exemplo 6-1
Seja X o conjunto das sequéncias de numeros reais (xj, X2, ..., Xs,...) que satisfazem a

condi¢io Zjilxiz <o e seja:
1/2
ple )= 57, 0 -

Entdo (X,p) € um espago métrico — métrica euclidiana - designado por /,. (Ver prova em

[1].)
u
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Exemplo 6-2

Seja X o conjunto das fung¢des continuas no intervalo [a, b] que satisfazem a condigdo
) .

Iax (t)dt < o e seja:

1/2

ploen)= [P0 - v P ]

Entéo (X,p) ¢ um espaco métrico designado por C*[a, b]. (Ver prova, baseada na
desigualdade de Schwarz, em [1].)
|

Exemplo 6-3
Seja X o conjunto das fungdes continuas no intervalo [a, b] que satisfazem a condig¢ao

Ij|x(t)|pdt <o e seja:
b 1/ p
plx, )= {[ | x(0) = y(0)|” dr}

Entdo (X,p) é um espago métrico designado por C*[a, b] (ver prova em [1]). A métrica é
designada por métrica de Minkowski. Casos particulares da métrica de Minkowski:

p = 1: métrica quarteirdo
p = 2: métrica euclidiana
p = o: métrica de Tchebichef (max(x(?), y(7)))

6.2 Espaco linear

Definicao 6-2

Um conjunto R de elementos x, y, z, ... € designado por espaco linear (ou espago vectorial)
se existirem duas operagdes, soma ¢ multiplicagdo por um escalar o, £, ..., univocamente
determinadas, com as seguintes propriedades: soma comutativa, associativa, com simétrico
e elemento neutro; multiplicagdo associativa e com elemento neutro; soma distributiva

relativamente ao produto e vice-versa.
|

Definicao 6-3

Um espaco linear R diz-se normado se Vx e Rexiste um nimero ndo negativo ||x||,
designado por norma de x, tal que:

I. |x|]|=0ssex=0
2. [lax|=|allk|

3. e+l < el + vl

Todo o espago normado € um espago métrico, bastando definir p(x,y) = ||x — y||.
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Exemplo 6-4

O espago [, € um espago linear normado se definirmos para x = (xj, x2,..., Xu,...) € ¥ = (V1,
Y2,...,yn,...)1

. x+y=1ty,x2tye,..., X0t Yo,...)

2. x=(axi, dx2..., AXp,...)

/2
3 = (2 )

|
Caso particular de /»: Espago euclidiano de n-tuplos reais.
Exemplo 6-5
O espaco C*[a, b] é um espaco linear normado se definirmos:
1/2
b
lrol=([r*@a)
|

Definicao 6-4

Uma variedade linear ("linear manifold") L num espago linear normado R ¢ qualquer
conjunto de elementos de R que satisfazem a condigdo: se x, y € L entdo ax + fy € L, para

quaisquer numeros «, .
|

6.3 Espaco de Hilbert de fungdées de variavel real

Definicao 6-5

Um espaco L de fungdes de wvaridvel real num certo intervalo 7, de
elementos X = {a(t); teT }, contendo todas as combinagoes lineares dos seus elementos,

diz-se de Hilbert se as fungdes forem de quadrado integravel e estiverem definidas uma
norma e um produto interno:

x| <[}, a>ar]
XY= jTa(t)ﬂ(t)dz

Com esta defini¢ao as fungdes podem ser objecto de interpretacdo geométrica.

6.4 Espaco de Hilbert de variaveis aleatorias

Seja um espago de probabilidade (S,B,P), onde S, conjunto de eventos € o espaco
amostral; B ¢ uma o-algebra de S ((S,B) designa-se por espaco mensuravel); P ¢ uma
medida definida em B que satisfaz os axiomas de Kolmogorov.

Uma v.a. X é uma fung¢ao de elementos de S:

X ={a(s); seS}
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Definicao 6-6

Uma v.a. diz-se de média quadratica finita se:

ELY?|= [ a? (9)dP(s) < o0

|
Definicao 6-7
A correlagdo cruzada de duas v.a. X e Y € o valor esperado do seu produto:
E[x] - D s(s)B(s)P(s) se discretas
jSa(s) P(s)dP(s) se continuas
|

E[XY] pode também ser expressa usando a funcdo de distribui¢do Fy. No caso continuo,
temos:

E[XY]= [[xydFyy (x,p)
Existindo fdp, podemos escrever: E[XY ] = ” xXVf xy (x, y)dxdy

Definicao 6-8

Um espaco L de v.a. num espaco amostral S, X :{a(t); teT }, contendo todas as

combinagdes lineares dos seus elementos, diz-se de Hilbert se as v.a. forem de média
quadrética finita e estiverem definidas uma norma e um produto interno:

1/2
Jx - el
X LY =E[XxY]
|
Com esta defini¢do as v.a. podem ser objecto de interpretacdo geométrica. Por exemplo,
duas v.a. sio ortogonais se X 1Y =E[XY]=0.

6.5 Esperanca condicional

Dadas duas v.a. X e Y a esperanca condicional de ¥ dado X ¢ uma v.a. (e ndo um valor)
definida como:

E[Y | X]2 [ ofyx )y

Um valor dav.a. E[Y| X] & E[Y|x]=E[Y| X =x]=[yfyx (v | X =x)dy
Propriedades da esperanga condicional:

1 — A esperancga da esperanca condicional € a esperanga incondicional: E[E[Y | X ]] = E[Y ]
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De facto, dado que E[Y| X] ¢ uma v.a. que depende de X, temos:
E[E[Y | XI= [\ wfyix )y} x () = [[ yfy x (v, x)dydx =E[Y ]
Note-se, também, que: _[fY,X (y,x)dx = fy(»)
2 — Seja g(.) uma funcdo deterministica da v.a. X. Entdo:
E[Ye(X)| X =x]=E[Y | X =x]g(x)

Esta propriedade de factorizagdo exprime o facto de que g(X) quando condicionada em
X=x ¢ deterministica.

3 —Seja Z = g(X). Entao:

E[E[y | x]| z]=E[r | Z]
E[E[r| z]| x]=E[r| Z]

Se g(.) tem inverso, verifica-se que: E[Y | X] =E[Y | Z]
6.6 Estimacao linear MSE de séries temporais

Seja o problema de estimar a série temporal X = [xj, x2,..., X,]' a partir de uma sua versao
corrompida, com erros, Y = [yi, Va,..., V] através de filtragem (convolugdo) com m pesos:

HO = [h()’hl’""hm—l]'

m-1 m—1
A estimativa é: X, = > Iy, k=12,..,n ou X =>hY,
i=0 i=0

Suponhamos que o critério ¢ minimizarHX -X

2 .
, ou seja, determinar mmHX -X
H

Aplicamos as equagdes normais com:

n
[R Yy ]l. = X Vi correlacdo cruzada de Xe Y
k=1
n
[Ryy ]l-j = Vi- V=i autocorrelagdo de Y
k=1

6.7 Estimacao linear MSE de v.a.

Seja M o subespaco das fungdes lineares da v.a. X; i.e. M consiste em todos os Y da forma:
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Y=g(X)=hX
A condicao de ortogonalidade corresponde agora a:

E| XY

E[(Y - hg X)X ]=0 VA = h{E[XY]—hoE[Xz]}=0 = ho:EX2

Por outro lado, da condigdo de ortogonalidade resulta que o erro médio quadratico é:

MSE, = E[(Y - Y, )2} E[Yz]— E[?oz]= E[YZ]— E[Y?o]= E[Yz]‘%)%?

ou seja
MSE,, =E[Y*](1- p?)

E[XY]
JEP D]

com p = , coeficiente de correlagdo (se X e Y tém média nula).

6.7.1 Situagao n-dimensional

M ¢ agora o subespaco de todas as fungdes lineares de n v.a. X = [X}, Xa, ..., X,]"; i.e. M
consiste em todas as v.a. da forma:

A n
Y=g(X)=Y X, =h'X
i=1

Aplicando a condigao de ortogonalidade obtém-se:

hy = RYRyy com Ry =E[XX'] ¢ Ry, = E[XY"]

MSE, =Ry (1-p*) e p? =Ryy'R¥'Rxy /Ry, Ry =E[Y?]

6.7.2 Caso de dimensao infinita

Seja M o subespago de todas as combinagdes lineares das v.a. {X (t);te V}de um processo
aleatdrio X:

Y= [, hX @)dt

A solugdo para min E[(Y -y )2} ¢ dada pela condi¢do de ortogonalidade:
YeM
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BIX = [ ho ) X @)du )X (0)]=0 VieV

Dada a linearidade de E[] podemos re-exprimir como:

jV Ry (t,u)h, (u)du=Ryy(t) VteV

que ¢ uma expressao semelhante a obtida para a situacdo n-dimensional. Da mesma forma:

1
MSE, =Ry (1- p?) e p? :R—IVRXY(t)hO(t)dt.
Y

6.7.3 Estimagao Linear de Ondas

Dada uma amostra {y(«); ueV} de um segmento de um processo aleatorio Y(u), desejamos
estimar uma v.a. X relacionada com Y mas nao observdvel. Usamos uma regra de
estimagao linear:

X = th(u)Y(u)du e queremos rir}(l? E[(X B )A()z}

Aplicando a condi¢do de ortogonalidade, obtemos:
IV hy (u)E[Y(v) Y(u)]du = E[XY(V)] Vv eV (design equation) com
MSE, = E[X2 ]— E[f(g ]: E[X2 ]— [, ho@E[XY @)l (performance formula)

Caso mais geral: estimar o valor de um processo aleatério X(f) para te7, usando
X)) = jV h(t,u)Y (u)du . Obtém-se:

fV hy (t, u)E[Y(v) Y(u)]du = E[X(t)Y(v)] VveV,teT (design equation) com
MSE, =EWX2(0)]- [ hy(wELX()¥@)liu VieT  (performance formula)

Exemplos:

Seja a v.a. X uniformemente distribuida em [0,1]. Se escolhermos uma constante como
estimativa a MMSE é:

X=[" xfy(x)dx=1/2

6.7.4 Teorema de Gauss-Markov

Dada uma estimativa linear X = jV h(u)Y (u)du a estimativa MMSE ¢ a de menor variancia.
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6.8 Erro de Classificagao

Na referéncia [2] a dedugdo do erro de classificacdo baseia-se na utilizacdo de fungdes de
Dirac. A vantagem ¢ que tratamos todas as varidveis, incluindo a de classificacao
(etiqueta), como se fossem continuas. O dominio de uma etiqueta # pasa a ser um dominio
continuo (p.ex. [0,1]) em vez de discreto ({0,1}). Desta forma, dP(#.x) ¢ representado
como p(t; | x)p(x)dty dx; i.e., como se estivesse definida uma fdp p(# | x). (x € o vector das
entradas.)

Vejamos a forma de operar com esta abordagem. Vimos que a estimativa MMSE de uma
NN corresponde as saidas a aproximarem as médias condicionais. Supondo ¢ saidas, yy,
k=1,...,c, temos:

vi = Eltg [x]= [ 1 pleg | Xty

Como definir p(#| x)? Usando o esquema de codificaciao dos valores desejados # com 1 se
se tratar da classe @y e 0 no caso contrario ("1-out of-c"), buscamos uma fun¢do definida
para teR que produza P(ay| x) para t, = 1 e 1-P(wy x) para # = 0, isto ¢é:

P(a)k|X) tkzl
I—P(Cl)k’.X) tk=0

[ pley IX)df={

Usando fungdes de Dirac, corresponde a:

5ty —1)P(wy |x) ¢, =1
(e 1= P(@ | %)) 14 =0

pley IX)={

ou seja,

plt 1%)= 80t ~DP(@y 1)+ 3 8(t )P, | x)
=1
1#k

Usando o simbolo de Kronecker oy (o =1 se k=1, o =0, k # [), reescrevemos como:

C
Pl | %) =2 8(ty = 84y )P(; | x)
I=1
Temos, portanto:

vi =Elty 1x]=[1,46(t, —1)P(@y | x) + ié(tk )P(w; | )}t =
=1
Ik
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[1x6(ty —1)P(ooy | x)dty, + 3 [1,6(t5 )P(e) | x)dty, = Py | x)
=1
I1#k

porque [S(x —a)f(x)dx = f(a).

Vejamos, agora, o calculo do valor médio do erro como na sec¢do 4.1:
C
E[E]= X ] 7 (i = tiJpte | ) p (o)
k=1
Agora, t corresponde a ¢ classes @y com distribui¢des independentes. Logo:

p(tx)= ﬁ{ié‘(tk — 5y )P(a; | x)}

k=1 U=1

Substituindo, obtém-se:

E[E]= Zl”fQJ/k - fk|)1£[ {i S(tx — 610 )P(e, !X)}p(x)dtdx

k=1 U=1

Donde se deduz na referéncia [2] o resultado da seccdo 5. (Esta ultima expressdo, além de
uma notacao complexa, ndo parece facil de trabalhar porque mistura a expressao continua
dos p(t| x) com a sua descrigdo discreta no 1° somatorio. E facil perder o sentido do que se
esta a fazer.)

6.9 Intervalos de confianca de estimativas

Os intervalos de confianga baseiam-se na utilizacdo de estimativas de variancias.
Para a MSE podemos usar estimativas de variancias dos erros.
Para a MLE podemos usar o seguinte resultado:

Teorema 6-1 (Minorante de Cramer-Rao)
Se X ¢ uma estimativa nao-enviezada de uma variavel deterministica X baseada em
medidas Z, a covariancia de X = X — X ¢ limitada por
v -1
ViX]2Jg,

onde J € a matriz de informagéo de Fisher dada por:

8% In f(z| X)}

Jp=-E
g { ax?

Para mais detalhes ver [4].
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